


Τι σχέση έχουν οι ΟΠΙΓ8ΠΊ8 µε το θεώρηµατου ΒοΙΙο; 


(ή και ποία η κοινή ιδέα μεταξύ των πλέον διάσηµων δεωρηµάτωντου 
απειροστικού λογισμού, ΒοΙ[ο Ιασγαηποε, Βοζαπο δι ΒΓοΟΙΝΕΙ/) 


«...Ότι ανεθαίνει κατεθαίνει µια μέρα...» 
Οπίαπια 
Γιάννης Π. Πλατάρος 
Μαδηματικός -Οικονοµολόγος 


Τα µαθηµατικά θεωρήματα που δεν είναι γεωμετρικά, πάρα πολλές Φορές κρύβουν 
ένα αναφορικό γεωμετρικό νόηµα που τα καθιστά σχεδόν προφανή. Η επαχθής παράδοση 
του Φορμαλισμού, εμποδίζει να αναδειχθεί, ότι πίσω απὀ τα επώνυμα, ἡ περίπλοκα {εκ 
πρὠτης ὀόψεως πάντα) θεωρήματα, κρύβονται πάντα απλές ,απλούστατες ιδέες, 
απλούστερες της απλότητος που λέει και ο Σταυρίδης σε κάποια Ελληνική ταινία!) . Τα 
μαθηματικά --είναι αλήθεια- φέρουν διάφορες αμαρτίες. Κρύβεται (ή κρυβόταν έως 
πρόσφατα) η εποπτεία ως εχθρός της αφαίρεσης και της γενίκευσης, αποσιωπούνται οι 
εμπειρικές ἡ πειραματικές συνθήκες ανακάλυψης των θεωρηµάτων, προβάλλεται µόνο 
η «εκφώνηση-απόδειξη» και κάπου εκεί επέρχεται η δυσφήμιση των ἰδιων των 
μαθηματικών, ενώ εἶναι η γοητευτικότερη επιστήµη που υπάρχει. (Το σκέφθηκα πολύ να 
γράψω συναισθηματική αποστροφή στο άρθρο ως αντεπιστηµονική, αλλά αγανάκτησε και 
ο εαυτός µου! Να φοβόμαστε να γράψουμε ότι τα μαθηματικά είναι ωραία, επειδή δεν 
έχουµε δώσει σαφή...ορισµό γιατο ωραίο; ) 


Να διατυπώσουµε κάποια ερωτήματα: 
Ποια σπουδαία ιδέα κρύβεται πίσω απότο θεώρηµατου ΒοΙἱε; 
Ποία τρισµέγιστη ιδέα κρύβεται πίσω απὀ το θεώρημα της Μέσης Τιμήςίτου | 8ηρΓ8ΗΡ8Ε) ; 
Ποία συγκλονιστική λογική κρύβεται πίσω απὀτο επώνυμο θεώρηµατου ΒοΟΙΖ8Πο ; 
Τιτο απίστευτο κρύβεται πίσω από το θεώρημα του Σταθερού σηµείου(ίτου ΒΓγοννθ:) ; 


Λυπάμαι, αλλά πίσω απ΄αυτά τα σπουδαία περιώνυµα , επώνυμα θεωρήματα κρύβονται 
αφόρητα απλές κοινότυπες ιδέες, απλούστατα πράγματα, όχι πολύπλοκα, όχι περίεργα, 
πράγµατα που μπορούν να καταλάβουν ακόµα και παιδιά του Δημοτικού Σχολείου. 


Να ξεκινήσουμε από τον Βοἰ|ε: 
Η ΙΔΕΑ: 


Αν βρίσκομαι σε ένα δεδομένο ύψος πάνω από ένα 
επίπεδο και θέλω να πάω πάρα δίπλα, σε κάποια 
άλλη θέση που είναι στο ίδιο ύψος, τότε αρχικά, ή 


θα προχωρήσω οριζόντια, ή θα ανέβω ή θα κατέβω. 
Κάποια εικόνα σαν την διπλανή: 


1) Αν πάς διαρκώς οριζόντια από το Α στο Β, έχει καλώς! 

2) Αν ξεκινώντας από το Α για να πάς στο Β κάποια στιγµή ανέβεις, τότε για να πάς 
στο Β, κάποια στιγµή θα χρειαστεί να......κατέβεις! (Σιγά την φιλοσοφία! Αυτή είναι 
όλη η κεντρική ιδέα των ΟΠΙΓ8ΠΙΙ] 

3) Αν ξεκινώντας από το Α για να πάς στο Β κατέβεις, τότε για να Φθάσεις στο Β, 
κάποια στιγµή θα χρειαστεί να.....ανέβεις! (Σιγάτα....ωά!) 


Η αλήθεια είναι ότι πηγαίνοντας από το Α στο ϐΒ, χρειάζεται να πάµε επί πλέον πάνω σε 
µια λεία τροχιά. |Και όχι µόνο λεία τροχιά, αλλά να µην πισογυρίσουµε, οὖτε να 
σταµατήσουµε την προς τα δεξιά πορεία µας. Αυτές είναι Φυσικές κινήσεις , όπου αν 
κινείται ένα σώμα µε ΜΑΖΑ, δεν µπορεί παρά να ακολουθήσει τέτοια λεία τροχιά. (πάντα 
προς τα δεξιά και να µην σταματήσουμε να πηγαίνουμε προς τα δεξιά) 


ΕΙ... Αν πηγαίνουμε ΕΤΣΙ, σε κάποια στιγµή, η ταχύτητά µας, θα γίνει µόνο οριζόντια 
και δεν θα έχει κατακόρυφη συνιστώσα. Αυτό γίνεται την στιγµή, όπου εκεί που ανεβαίνεις, 
αρχίζεις να κατεβαίνεις (ή να πηγαίνεις οριζόντια) Αν δηλαδή ανεβαίνουµε σε ένα βουνό, 
πατάμε πάντα και μονίμως σε κεκλιµένο ανηφορικό επίπεδο. Αυτά όσο ανεβαίνουµε. Πριν 
αρχίσουμε να κατεβαίνουµε για να φθάσουμε στο ίδιο ύψος πάλι (στην άλλη πλαγιά του 
βουνού) ΚΑΠΟΙΑ ΣΤΙΓΜΗ, ΘΑ ΠΑΜΕ ΚΑΙ ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ. Το «οριζόντια» είναι το ενδιάµεσο 
μεταξύ του «ανεβαίνω» και «κατεβαίνω» Όταν ανεβαίνεις, πριν κατέβεις, θα χρειαστεί να 
πάς έστω και στιγμιαία οριζόντια, Και οµοίως , όταν κατεβαίνεις, πριν αρχίσεις να 
ανεβαίνεις, θα χρειαστεί να πάς έστω και στιγμιαία οριζοντίως. 


Κοίτα και την εικόνα: 


Μετακινούμενοι από το Α 
στο ισοὐψές Β πάνω σε 
µια λεία συνεχή καμπύλη, 
αφού αρχικά ανέβουμε, 
και πριν κατέβουµε, θα 
έχουμε φθάσει σε 
κορυφή! Εκεί , η κορυφή, 
είναι για έστω και λίγο 





οριζόντια. Είναι η εφαπτόµενη που είναι παράλληλη στην οριζόντια ΑΒ (Αφού τα Α, Β είναι 
ισοὐψή, ορίζουν την διεύθυνση 
του οριζόντιου. 


Και τι λέει το Θεώρημα του 
Βοθ; 


Κοιτάξτε το διπλανό σχήµα: 


Αν [α)Ξ-ήβ) και συνδέσω τα 
ισοὐψή σηµεία (α, ἴ{{α)) και (β, 








{β)) µε την µπλε συνεχή και λεία γραµµή που παριστάνει συνάρτηση, τότε σε κάποια θέση 
ανάμεσα στα α και β (στο διάστηµα (α,β) ) θα υπάρχει µια ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ θέση (χο,ἴ(χο)) 
όπου θα έχω τοπικό μέγιστο ή ελάχιστο, όπου δηλ. η εφαπτομένη ευθεία σε αυτό το 
σηµείο θα είναι παράλληλη µε τον άξονα τον χχ’ (που είναι παράλληλος µε την ΑΒ) (Η 
γεωμετρική σηµασίατης παραγώγου θεωρείται γνωστή ) 


Να δούµε το Θεώρημα της Μέσης Τιμής; Αυτό είναι µια γενίκευση του Θεωρήματος του 
Βοίίθ. Να δούµε και αυτού την ιδέα: 


Ξεκινάμε πάντα µε λείες και συνεχείς τροχιές και αυτή την φορά θέλουμε να πάµε από ένα 
σηµείο Ασε ένα ΨΗΛΩΤΕΡΟ σηµείο Β. 


Η ΙΔΕΑ: 


Αν ξεκινήσεις απὀ το Α και πάς µε ευθεία στο Β, έχει Καλώς. Η ΑΒ έχει κάποια Κλίση. Αν 
ξεκινήσεις απὀ το Α µε µεγαλύτερη κλίση, απὀ την Κλίση του ΑΒ, και πορεύεσαι συνέχεια, 
δεν θα φθάσεις ΠΟΤΕ στο Β .. Αφού ξεκινάς µε κλίση µεγαλύτερη του ΑΒ, για να φθάσεις 
στο Β, θα πρέπει αναγκαστικά να πάς και κάποιο διάστηµα όπου η Κλίση θα είναι 
ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ από του ΑΒ. Όμως από κλίση µεγαλύτερη του ΑΒ να πάµε σε κλίση ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ 
του ΑΒ, θα μεσολαβήσει έστω και για µια στιγµή, κλίση ΙΣΗ µε ΑΒ. Αυτό είναιτο περίφημο 
Θ.Μ.Τ. 


Η μαθηματική του διατύπωση είναι: 


«Αν η ἕ συνεχής στο [α, Ἡ] και Ααρκιγωγίσεῃ στο [α,β], τότε κ πάρχει. 
., πα) Ἱ 
τουλάχιστον ένα ἑξ-αιβ, ο Ἡ [ὁ]- μωκοι 


πο ο ῇ, 


Φυσικά η παραπάνω μαθηματική διατύπωση φαντάζει δύσκολη, για όποιον δεν γνωρίζει να 
ερμηνεύσειτο θεώρημα ως προςτο αναφορικότου γεωμετρικό νόηµα που προείπαµε. 


Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης στην οποία εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ. βοηθά, αλλά 
χρειάζεται μεγαλύτερη 
εμβάθυνση στην ιδέα , η 
οποία ΤΕΛΙΚΑ ΕΙΝΑΙ ΑΠΛΗ. 


Και το σχήµα: Ξεκινάμε από το 
Α, ανεβαίνουµε με 
µεγαλύτερη κλίση από την ΑΒ, 
και πριν αρχίσουµε να 
κατεβαίνουµε µε μικρότερη 
Κλίση απὀ την ΑΒ, μεσολαβεί 





Κλίση ίση µε ΑΒ, στο σηµείο 


(5, {{8)) (όπως και στο ξ΄ παρακάτω. 


Η περεταίρω όµως αφαίρεση στην ιδέα του σχήματος, είναι η πιο απλή ιδέα που λέει, 
ότι από µεγαλύτερη τιµή από δεδομένη, να πάμε σε μικρότερη τιµή από την δεδομένη 
(µε συνεχή διαδικασία) θα περάσουμε και από την ίση µε την δεδομένη τιµή. 


Ακριβώς η ίδια ιδέα κρύβεται και στο θεώρημα του βΒοἰζαπο. 


Η ΙΔΕΑ: 


Για να πάς από ένα σηµείο που είναι στο πάνω ηµιεπίπεδο που ορίζει ο χχ΄στο κάτω, µε 
συνεχή γραμμή, πρέπει πρώτα να τµήσεις τον χχ΄. Δηλ. η ίδια ιδέα που κρύβει και το 
ΘΜΤ. 


Η μαθηματική διατύπωση: 


«Αν έχω µια συνεχή συνάρτηση [στο [α.6ϐ] και Πα)ῇΠ6)«Ό τότε στο διάστηµα [α,θ], έχω µια 
τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης ᾖχΧ)Ξ0 » 


Η μαθηματική -ερμηνεία: 


Αν έχω δύο σηµεία /(α, {{α)) και (β, {β)) που είναι εκατέρωθεν του χχ΄, τότε αν τα συνδέσω 
µε µια συνεχή γραµµή (Ξμονοκονδυλιά) που να παριστάνει συνάρτηση θα τµήσω 
οπωσδήποτε την χχ΄ στο διάστηµα [α,β] 


Η γεωμετρική εποπτεία: 











Ηπιο αφαιρετική ιδέα: 


Για να πάς απὀ θετικές τιµές σε αρνητικές, µε συνεχή τρόπο, θα περάσεις και από το 0. Ἠ 
για να πάς απὀ αρνητικές σε θετικές, πάλι θα περάσεις απότοῦθ. 


Το θεώρημα του Σταθερού σηµείου του ΒΓΟΝΝΘΓ. 


Είναι µια γενίκευση του Βο[ζαπο. Και βεβαίως υπάρχουν πολλές γενικεύσεις -επεκτάσεις 
του θεωρήματος σταθερού σημείου (Τεράστια σημασία στην Μικροοικονοµία όπου μελετά 
την ισορροπία τιµών ,βλέπε και θεώρημα Α/Γονν ) 


Η μαθηματική του διατύπωση (η πιο απλή): 


Αν έχω µια συνάρτηση φϕ: [α,β][[α,β] που να είναι συνεχής, τότε υπάρχει χοξ[α,β] ἐτσι ὡστε 
Φ(χο)Ξχο 


Η μαθηματική -Γεωμετρική ερμηνεία: 


[ο] 
(αμ 3) 


ϱ.109)) 


4 


Αν έχουµε ένα τετράγωνο και θέλουµε να πάµε από ένα σηµείο της αριστερής πλευράς σε 
ένα σηµείο της δεξιάς πλευράς, µε συνεχή γραμμή, τότε υποχρεωτικά θα τµήσουµε την 
διαγώνιό του. Στο σηµείο τοµής µε την διαγώνιο, έχουµε σηµείο µε τετμηµένη Ξτεταγμένη. 
Δηλ. έχω Φίχο)-χο 


Η ΙΔΕΑ: 


Το τετράγωνο χωρίζεται µε την διαγώνιο σε δύο τρίγωνα, όπου στο πάνω τρίγωνο, η 
τεταγµένη Στετµηµένη και στο Κάτω τρίγωνο, η τεταγµένη «τετμηµένη . Δηλ στο πάνω 
τρίγωνο έχουµε ΨΣχ κα ιστο κάτω Ψ«χγια να πάµε µε µια συνεχή διαδικασία (γραμμή) από 
σηµείο του ενός τριγώνου στο άλλο θα πρέπει να περάσουμε απὀ σηµείο, όπου χΞψ. 


Πάλι δηλαδή βλέπουμε την ίδια ιδέα| 


Συμπεράσματα: 


9 Τα πλέον σοβαρά θεωρήματα του απειροστικούὐ λογισμού υποκρύπτουν απλές 
ιδέες. 
9 Όχι µόνο υποκρύπτουν απλές ιδέες, αλλά -με την κατάλληλη αφαίρεση- φαίνεται 
να υποκρύπτουν την......ΙΔΙΑ ΙΔΕΑΙ 
ο Επαληθεύεται, άλλη µια φορά, ότι Και στα μαθηματικά, όπως και στην Φυσική, οι 
νόμοι (στα μαθηματικά τα βασικά θεωρήματα) είναι κατά βάθος απλά. 
ο Επαληθεύεται, ότι δεν υπάρχουν πράγματα δύσκολα και πράγματα εύκολα, αλλά 
πράγματα που κατανοούµε και πράγματα που δεν κατανοούµε. 
ο Δεν υπάρχει λόγος να µην εκτίθενται οι ιδέες αυτές , έστω και αν η εκλαΐκευση 
ελλοχεύει κινδύνους) Μάλιστα η γεωμετρική έκθεση της ιδέας πριν την 
μαθηματική φορμαλιστική παρουσίασή της, επιβάλλεται για λόγους ψυχολογικής στάσης 
των μαθητών µας προςτα ίδια τα μαθηματικά. 


ο Είναι άδικο µέσα στην ασκησιοθηρία των διαβόητων Πανελλήνιων εξετάσεων που 
έχουν στρεβλώσει την γνώση (όχι µόνο την μαθηματική) να µην διατίθενται τρία 
λεπτά για την βασική ιδέα των ΟΠίγαπΊ8 « Ότι ανεβαίνει κατεβαίνει» (και για µια 
στιγµή οριζοντιώνεται που λέει και ο ΒοΙε!) 


